TD2

ENCORE DES SUITES.

EXERCICE 1 Vrai ou faux.

Si lim = 400, alors (up)nen nest pas majorée.
n—+oo

Une suite croissante & partir d’un certain rang est minorée.

Si (|un|),en converge, alors (un)nen converge.

Si (|un|),en converge vers 0, alors (un)nen converge vers 0.

Une suite convergente est monotone & partir d’un certain rang.

Une suite convergente et majorée est croissante.

Une suite divergeant vers +oo est croissante & partir d’un certain rang.

Une suite strictement croissante diverge vers 4o00.

S R A ol o

Si (un)nen est croissante et u, < v, pour tout n, alors (v, )nen est croissante.

p—
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Si (un)nen tend vers 0 et (vy,)nen tend vers 400, alors on ne peut pas conclure sur la limite du quotient
2 (forme indéterminée).

11. Si (up)nen est divergente, alors la suite définie par v, = w41 — u, est divergente.

EXERCICE 2 Probabilités et suites.
Dans une région imaginaire, les prévisions météo suivent la régle suivante : §’il fait beau un jour donné, il
fera beau le lendemain avec la probabilité 0,4, et s’il ne fait pas beau, il ne fera pas beau le lendemain avec
la probabilité 0,8. Au 1° jour, il fait beau.
On note By, I’événement : "il fait beau le n® jour", et sa probabilité b, = P(B,).

1. Donner la valeur de by.

2. A l'aide de la formule des probabilités totales, exprimer b, en fonction de b,.
3. En déduire b,, en fonction de n.
4

. Calculer lim b,.
n—-+0o00

EXERCICE 3 suite récurrente linéaire d’ordqe 2.
Soit (un)nen la suite définie par ug = 1, u; = 5 et :

1 1
Vn 20, uUpto= §un+1 + §un
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1. Résoudre ’équation caractéristique liée & cette suite, puis déterminer I'expression de wu, en fonction
de n.

2. Déterminer la limite de la suite (up)pen.

EXERCICE 4 ECRICOME 2020 Exercice 2.
Pour tout entier naturel non nul, on définit la fonction f, sur Ry par

x t2n _ 1
() = dt.
fa(2) /0 t+1

Partie A : Etude de la fonction f,,. Dans cette partie, on fixe un entier naturel n non nul.

1. Démontrer que la fonction f, est de classe C! sur Ry et que, pour tout = > 0,

fale) =

x2n —1

x+1 "

2. Etudier les variations de f,.

3. Démontrer que f, est de classe C? sur R et calculer sa dérivée seconde. En déduire que f,, est convexe
sur R.

4. a. Démontrer que pour tout t > 1, t2 — 1 > n(t? — 1).
b. Montrer alors que pour tout z > 1, fn(2) > fn(1) + 2(z — 1)%
c. En déduire la limite de f,(x) lorsque x tend vers +o0.

5. Calculer f,(0) puis montrer que f,(1) < 0.

6. Démontrer que Iéquation f,(x) = 0 admet une unique solution strictement positive, et que cette
solution est strictement supérieure a 1.

On note x,, cette solution.

Partie B : Etude d’une suite implicite. On étudie dans cette partie le comportement de la suite (2, ) pen--
On admettra que pour tout n € N*,

2n+2
Ty = .
"7 n+1
7. Soit x € Ry. Démontrer que pour tout n € N*,
2n+1 x 1
x)— fulz) =2 — :
Josr(@) = ful2) <2n+2 2n+1>
8. a. Montrer que pour tout n € N* et pour tout x > %, frr1(x) = fulx).
b. En déduire que pour tout n € N*, f,11(x,) = 0.
c. Montrer que la suite (z,)nen+ est décroissante puis qu’elle est convergente.
9. a. Démontrer que pour tout entier n > 1, —In(2) < f,,(1) < 0.
b. A l'aide de l'inégalité démontrée a la question 4b de la partie A, montrer alors que pour tout
n € N*
21n(2)
0<z,—1< .
n

Quelle est la limite de (zy,)nen+ lorsque n tend vers +oo.

EXERCICE 5 ECRICOME 2019 Ezercice 2.
Pour tout entier n non nul, on note h;, la fonction définie sur R* par

1
hy(x) :x”+1+x—n.
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. Démontrer que pour tout entier naturel non nul, la fonction h,, est strictement croissante sur [0, 1] et
strictement décroissante sur [1, +o0].

. En déduire que pour tout entier naturel n non nul, équation h,(x) = 4 admet exactement deux
solutions, notées u,, et v, et vérifiant 0 < u,, < 1 < vy,.

a. Démontrer que pour tout > 0 et pour tout n € N*,

T — x2n+1 o
hn+1<$) - hn(x) = ( 1)x(n+1 1'

b. En déduire que, pour tout n € N*| h,11(vy,) > 4.

c. Montrer alors que la suite (v,)nen+ est décroissante.

a. Démontrer que la suite (v,)nen+ converge vers un réel £ et que £ > 1.
b

. En supposant que ¢ > 1, démontrer que lim v’ = +o0.
n——4o00

En déduire une contradiction.
c. Déterminer la limite de la suite (vy,)nens-
a. Montrer que pour tout n > 1, v, < 3.

b. Ecrire une fonction Python d’en-téte def h(n,x) : qui renvoie la valeur de h,,(z) lorsqu’on lui fournit
un entier naturel n non nul et un réel z € R* en entrée.

c. Compléter le programme ci-dessous pour qu’elle renvoie une valeur approchée de v, & 107> preés
par la valeur de la dichotomie lorsqu’on lui fournit un entier n en entrée.

valeur_approchee (n):

(b-a) >10**(-5)
(at+b) /2

return

d. A la suite de la fonction valeur approchee, on écrit le programme suivant dont I’exécution est
représentée ci-contre :

matplotlib.pyplot as plt L RO I R N N RN I B O BN
range (1,21)
[1 20

k in range(1,21):

.append(valeur_approchee (k) **k)
.plot(X,Y,’bo?) 10
.axis ((0,20,0,3))
.show ()
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Expliquer ce qui est conjecturé sur le graphique. Que peut-on conjecturer ?
3+V5

e. Montrer que pour tout n > 1, vy = =5

f. Retrouver ainsi le résultat de la question 4c.
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